ToproLoxia XERAL - Curso 2026-2027
Tema 1. Espazos topoloxicos

Exercicio 0.1 (Imaxes inversas e continuidade). Sexa f : X — Y unha aplicacién entre conxuntos.
Para unha familia (Ug)qea de subconxuntos de Y, proba que
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1. Espazos topoloxicos

Definicién 1.1 (Topoloxia e espazo topoléxico). Sexa X un conxunto. Unha fopoloxia sobre X é unha
familia 7 € P (X) tal que:

o o,XeT,;
(11) a unién dunha familia arbitraria de elementos de 7 pertence a 7;

(1rr) a interseccion dunha familia finita de elementos de 7~ pertence a 7.

O par (X, 7") denominase espazo topoldxico. Os elementos de X chamanse puntos e os elementos de 7,
abertos.

Exercicio 1.2 (Topoloxia usual de R). Considera a familia
7. ={U CR: paratodox € U existe ¢ > 0tal que (x —&,x + &) C U}.

Demostra que 7, € unha topoloxia sobre R, que chamaremos fopoloxia usual de R. Proba ademais que
todo intervalo aberto (a, b) pertence a 7,, e que todo aberto usual de R é unién de intervalos abertos.

Exercicio 1.3 (Topoloxia usual de R"). Parax = (xy,...,x,) € R" e r > 0, considera a bola euclidiana

n
By(x,r) =1y €R" 1 4 Z()’i —x)? <r
i=1

7. ={U C R": paratodo x € U existe r > 0 tal que By(x,r) C U}.

Define

Demostra que 7, € unha topoloxia sobre R", chamada topoloxia usual de R", e comproba que paran = 1
recuperamos a topoloxia do exercicio anterior.

Definicion 1.4 (Conxunto pechado). Sexa (X, 7) un espazo topoléxico. Un subconxunto F C X dise
pechado se X \ F € aberto.

Proposicion 1.5 (Axiomas en termos de pechados). Nun espazo topoloxico (X, T") cimprese:
(1) @ e X son pechados;
(11) a interseccion arbitraria de pechados é pechada;

(111) a union finita de pechados é pechada.

Reciprocamente, unha familia de subconxuntos que cumpra estas tres propiedades determina unha
topoloxia tomando como abertos os seus complementarios.
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Exercicio 1.6 (Topoloxias trivial e discreta). Sexa X un conxunto. Considera as familias
Ir ={2, X}, Tp = P(X).

Demostra que ambas son topoloxias sobre X. Chamaremos a 77 fopoloxia trivial e a Tp topoloxia discreta.
Comproba ademais que, para calquera topoloxia 7~ sobre X,

Ir T C9p.
Exercicio 1.7 (Topoloxia cofinita). Sexa X un conxunto e considera a familia
Ter ={@}U{U < X : X \ U é finito}.

Demostra que 7. ¢ € unha topoloxia sobre X, chamada fopoloxia cofinita. Comproba tamén que, se X é
finito, 7¢ ¢ coincide coa topoloxia discreta.

Exercicio 1.8. Sexa X = {a, b, c}. Decide cales das seguintes familias son topoloxias e xustifica a
resposta:
i ={2.X.{a}},  Tr={2.X.{a},{b}}.

Exercicio 1.9 (Espazo de Sierpiniski). Sexa § = {0, 1} e considera
Tsi = {2, {1}, S}.
(a) Demostra que 7s; € unha topoloxia sobre S. O espazo (S, 7si) denominase espazo de Sierpiriski.
(b) Determina os subconxuntos pechados de S.
(c) Compara 7s; coa topoloxia trivial e coa discreta sobre S.
Exercicio 1.10 (Topoloxia do punto particular). Sexa X un conxunto e fixa un punto p € X. Considera
Tp={o}u{UCc X:peU}.
(a) Demostra que 7, € unha topoloxia sobre X, chamada fopoloxia do punto particular p.
(b) Determina os subconxuntos pechados.
(c) Se |X| > 2, compara 7, coas topoloxias trivial e discreta.

Exercicio 1.11. Sexa (7;);c; unha familia non baleira de topoloxias sobre 0 mesmo conxunto X. Demostra

que ﬂ -

iel

€ unha topoloxia sobre X.

Exercicio 1.12. Busca todas as topoloxias sobre X = {a, b, c} e organiza as relaciéns de inclusion entre
elas.

2. Espazos métricos e topoloxia inducida por unha métrica
Definicion 2.1 (Métrica e espazo métrico). Sexa X un conxunto. Unha métrica sobre X € unha aplicacion
d: XxX— [0,c0)
tal que, para todos x, y,z € X,
(1) d(x,y) =0se,esése,x =y;
() d(x,y) = d(y,x);
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() d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

O par (X, d) denominase espazo métrico.

Definicién 2.2 (Bola aberta). Sexa (X, d) un espazo métrico, x € X e r > 0. A bola aberta de centro x e
radio r é
Ba(x,r) ={y e X :d(x,y) <r}.

Definicién 2.3 (Topoloxia inducida por unha métrica). Sexa (X, d) un espazo métrico. Un subconxunto
U C X dise aberto para a métrica d se para todo x € U existe r > 0 tal que

Ba(x,r) C U.
Denotamos por 7; a familia de todos os abertos para d.

Proposicion 2.4 (Topoloxia inducida por unha métrica). Sexa (X, d) un espazo métrico. A familia T4 dos
abertos para a métrica d é unha topoloxia sobre X.

Definicion 2.5 (Espazo Hausdorff). Un espazo topoléxico (X, 7°) dise Hausdor{f se para todos x,y € X
con x # y existen abertos disxuntos U,V € 7 talesquex e Uey e V.

Proposicion 2.6 (Os espazos métricos son Hausdorff). Sexa (X, d) un espazo métrico. Enton o espazo
topoloxico (X, Ty) é Hausdorff.

Exercicio 2.7. Demostra que, nun espazo Hausdorff, todo subconxunto formado por un tnico punto é
pechado.

Corolario 2.8. Se X ¢ infinito, a topoloxia cofinita sobre X non pode estar inducida por ningunha métrica.

Exercicio 2.9 (Outros exemplos non metrizables xa cofiecidos). Revisa os Exercicios 1.9 e 1.10.

(a) Demostra que o espazo de Sierpifiski non é Hausdorff.

(b) Se X ten polo menos dous puntos, demostra que a topoloxia do punto particular sobre X non é
Hausdorff.

(c) Deduce que ningunha destas topoloxias pode estar inducida por unha métrica.

Definiciéon 2.10 (Converxencia dunha sucesion). Sexa (X, 7) un espazo topoléxico e sexa (x,),>1 unha
sucesion de puntos de X. Dicimos que (x,) converxe ax € X, e escribimos x,, — x, se para todo aberto
U € 7 que contén x existe N € Ntal que se n > N, entén x,, € U.

Exercicio 2.11 (Unicidade do limite en espazos Hausdorff). Sexa (X, 7°) un espazo Hausdorff. Demostra
que unha sucesién converxente en X ten un dnico limite.

Exercicio 2.12 (Unha sucesidn con varios limites). No espazo de Sierpinski (S, 7si) do Exercicio 1.9,
considera a sucesion constante x, = 1 para todo n. Determina todos os seus limites.

Exercicio 2.13. Sexa (X, d) un espazo métrico e ¢ > 0. Proba que d.(x,y) = ¢ d(x, y) é unha métrica e
que 7g. = 7q.

Exercicio 2.14 (Duas métricas sobre R"). Define
deo(x,y) = max |x; — yil.
1<i<n
(a) Proba que do, € unha métrica.

(b) Demostra as desigualdades
deo(x,y) < da(x,y) < Vnde(x,y).

(c) Deduce que d» e d., inducen a mesma topoloxia sobre R”.
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3. Comparacion de topoloxias

Definiciéon 3.1 (Topoloxias mais finas e mais grosas). Sexan 7 e 7; ddas topoloxias sobre 0 mesmo
conxunto X. Se 71 € 7>, dicimos que 7> € mdis fina ca 71, ou equivalentemente que 71 € mdis grosa ca 7.
Se a inclusidn € estrita, dicimos estritamente mdis fina ou estritamente mdis grosa.

Exercicio 3.2 (Topoloxia dos raios superiores). Sobre R considera a familia
Tt ={2,R} U {(a,) :a € R}.

Proba que 77 € unha topoloxia, que chamaremos fopoloxia dos raios superiores, e representa nun diagrama
as relaciéns de inclusion entre

Ir, Tefs 71 T )
sobre R. Indica cales das inclusiéns son estritas e cales das topoloxias non son comparables.

Exercicio 3.3. Demostra que a topoloxia dos raios superiores sobre R non é Hausdorff e deduce que non
pode estar inducida por ningunha métrica.

Exercicio 3.4 (Topoloxia conumerable). Sexa X un conxunto infinito e considera a familia formada por
@ e os subconxuntos de X con complementario numerable. Decide se define unha topoloxia sobre X.

4. Vecinanzas

Definicion 4.1 (Vecifianza e vecifianza aberta). Sexa (X, 7) un espazo topoldxico e x € X. Un subconxunto
V C X dise unha veciiianza de x se existe un aberto U € 7 tal que

xeUCV.

Se ademais V € aberto, diremos explicitamente que V é unha vecifianza aberta de x.
Denotaremos por N (x) a familia de todas as veciflanzas de x e por N°(x) a familia das vecifianzas
abertas de x.

Proposicién 4.2 (Propiedades das vecifianzas). Sexa (X, 7") un espazo topoloxico e x € X.
(1) Xe Nx)eod ¢ N(x).
(1) SeVeN(x)eVCWCX, enton W e N(x).
(111) A interseccion finita de vecifianzas de x é unha veciiianza de x.

(1v) Toda vecifianza de x contén unha veciiianza aberta de x.

Proposicion 4.3 (Caracterizacion dos abertos mediante vecifianzas). Sexa (X, T") un espazo topoldxico e
A C X. Son equivalentes:

(1) A é aberto;
(11) A é unha veciiianza de cada un dos seus puntos;

(111) para todo x € A existe unha vecifianza aberta U, tal que x € U, C A.

Exercicio 4.4. Describe as vecifianzas dun punto x nas topoloxias trivial e discreta. Se X € infinito coa
topoloxia cofinita, caracteriza tamén as veciianzas de x.

Exercicio 4.5. Sexa (X, d) un espazo métrico. Demostra que V C X é unha vecifianza de x se, e s0 se,
existe r > 0 tal que
By(x,r) C V.
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5. Base dunha topoloxia dada

Definicién 5.1 (Base dunha topoloxia dada). Sexa (X, 7") un espazo topoloxico. Unha familia 8 C 7
dise unha base da topoloxia 7~ se todo aberto de 7 é unién de elementos de 5.

Proposicion 5.2 (Criterio puntual para unha base). Sexa (X, 7") un espazo topoldxico e B C T . Son
equivalentes:

(1) B é unha base de T;
(11) para todo U € T e todo x € U existe B€ Btalx € BC U.

Exercicio 5.3 (Bases da topoloxia usual de R). Na recta real coa topoloxia usual, considera as familias

By ={(a,b) :a < b},
By ={B(x,r) : x €R, r >0},

1
B3={B(x,—):x€R,neN>0},
n

1
84:{B(q,;):q€Q,neN>0}.

Comproba, usando o criterio puntual, que By, B, B3 e B4 son bases da topoloxia usual de R. Proba
ademais que B, € numerable.

Proposicion 5.4 (As bolas forman unha base). Sexa (X, d) un espazo métrico. A familia
By ={By(x,r) :x € X, r >0}
é unha base da topoloxia 7.

6. Base de topoloxia e xeracion de novas topoloxias

Definiciéon 6.1 (Base de topoloxia). Sexa X un conxunto. Unha familia 8 C #(X) dise unha base de
topoloxia sobre X se cumpre:

(1) paratodo x € X existe B € B tal que x € B;
(1) se B,By e Bex € By N By, existe B3 € Btalquex € B3 C B N By.

Teorema 6.2 (Topoloxia xerada por unha base). Sexa X un conxunto e 8 C P(X). A familia B é unha
base de topoloxia sobre X se, e 56 se, a coleccion

T(B):{UB:CQB}

BeC

—onde a union da familia baleira se interpreta como @— é unha topoloxia sobre X da que B é unha base.
Exercicio 6.3 (Recta de Sorgenfrey e recta dixital).  (a) Sobre R, considera a familia
Bs ={la,b) : a < b}.

Comproba directamente que Bg € unha base de topoloxia. A topoloxia xerada denominase topoloxia
de Sorgenfrey e denotarémola por 7s; o espazo (R, 7s) chamase recta de Sorgenfrey.

(b) Para cada n € Z, define
B(n) = {{n}, n impar,

{n-1,n,n+1}, npar.

Comproba directamente que Bp = {B(n) : n € Z} é unha base de topoloxia sobre Z. O espazo
topoléxico resultante chdmase recta dixital.
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Exercicio 6.4 (Separacion na recta dixital). Demostra que a recta dixital non é Hausdorff e deduce que
a sua topoloxia non pode estar inducida por ningunha métrica.

Exercicio 6.5. Proba que
B ={(a,b) X (c,d):a<b, c<d}

é unha base de topoloxia sobre R? e que a topoloxia xerada coincide coa topoloxia usual de R?.

Exercicio 6.6. Sexa
Bo={lp.9): p.q € Q. p<q}.

Proba que Bg € unha base de topoloxia sobre R e compara a topoloxia xerada con 7, € 7.
Exercicio 6.7. Unha progresion aritmética en Z € un conxunto
Agp={a+kb:keZ} aeZ, belZ\{0}.
Demostra que a familia de todas as progresions aritméticas € unha base de topoloxia sobre Z.
Exercicio 6.8. Considera a familia
B={(a,b):a<b}U{[-1,¢): -1 <c}U{[l,d):1<d}.
(a) Demostra que B € unha base de topoloxia sobre R.

(b) Compara a topoloxia xerada con 7,.

(c) Estuda que sucede localmente nos puntos —1 e 1 e explica por que son os puntos especiais da
construcion.

7. Bases locais

Definicién 7.1 (Base local). Sexa (X, 7") un espazo topoldxico e x € X. Unha familia 8, C N (x) dise
unha base local en x se para toda veciflanza V € N (x) existe B € B, talquex € BC V.

Proposicion 7.2. Se para cada x € X temos unha base local B, formada por vecifianzas abertas, enton

B:UBX

xeX

é unha base da topoloxia T .

Proposicion 7.3 (Criterio local de comparacion de topoloxias). Sexan 7y e 7, diias topoloxias sobre X.
Para cada x € X, sexan B}C e ‘B)ZC bases locais de T e T, respectivamente. Enton

Ti 27N
se, e 5O se, para todo x € X e todo B, € B)ZC existe By € B}C tal que
x € B; € By.
Exercicio 7.4. Usa o criterio local para demostrar que
Tu & Ts.
Exercicio 7.5. Sexa X un conxunto con ddas métricas d, d; tales que
di(x,y) <da(x,y) para todos x,y € X.

Demostra que
7:11 g 722-
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8. Interior, clausura e fronteira

Definicion 8.1 (Interior). Sexa (X, 7") un espazo topoloxicoe A C X. O interior de A é
A:U{Uefr:UgA}.

E o maior aberto de X contido en A.

Definicion 8.2 (Clausura). Sexa (X, ") un espazo topoléxicoe A C X. A clausura de A é

Z:ﬂ{FgX:AQFeFépechado}.

E o menor pechado de X que contén A.
Definicion 8.3 (Fronteira). Sexa (X, 7") un espazo topoloxicoe A C X. A fronteira de A é
dA =AN (X \A).
Exercicio 8.4 (Caracterizacidon mediante vecifianzas). Sexa A C X e x € X. Demostra que:
1 xe€ A se, e s6 se, A é unha vecifianza de x;
() x € A se, € sO se, toda vecifianza V de x verificaV N A # @;

(1) x € 0A se, e s0 se, toda vecifianza V de x verifica
VNA+2 e VN(X\A) +02.
Exercicio 8.5 (Propiedades basicas do interior e da clausura). Para A, B C X, demostra:
(1) ACACA;
(1) A é abertose,esbése, A= /i;
(1x) A € pechado se, e s6 se, A = Z;
(v) se A C B,enténfi C éezgﬁ;

V) (W)= Ae (@) =4;

(vi) (ANB)=AnBe(AUB)=AUB.
Exercicio 8.6 (Propiedades da fronteira). Demostra que, para todo A C X,
dA=A\A=09(X\A),
e que 0A € pechada. Deduce que A € simultaneamente aberto e pechado se, e sé se, 0A = @.
Exercicio 8.7. En R coa topoloxia usual, calcula o interior, a clausura e a fronteira de
A=10,1)uU{2}, B =Q, C={1/n:neNyy}.

Exercicio 8.8 (Topoloxia cofinita). Sexa X infinito coa topoloxia cofinita. Determina o interior e a
clausura dun subconxunto A C X distinguindo os casos relevantes segundo que A e X \ A sexan finitos ou
infinitos. Calcula tamén a sua fronteira.

Exercicio 8.9 (Recta de Sorgenfrey). Na recta de Sorgenfrey:

(a) proba que [0, 1) é simultaneamente aberto e pechado;

(b) calcula (0, 1], (0, 1] e 4(0, 1].
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Exercicio 8.10 (Recta dixital). Na recta dixital calcula
(3%, {456}, {456}
Exercicio 8.11. Demostra que
AuUBc(AUB), (ANB)CANB,
e busca exemplos nos que cada unha das inclusions sexa estrita.

9. Un primeiro adianto: compacidade

Definicion 9.1 (Recubrimento aberto e compacidade). Sexa (X, 7°) un espazo topol6xico. Unha familia
(Uga)aea de abertos de X é un recubrimento aberto de X se

X = U Ug.

Un subrecubrimento é unha subfamilia que segue recubrindo X. O espazo (X, 7°) dise compacto se todo
recubrimento aberto de X admite un subrecubrimento finito.

Exercicio 9.2 (Primeiros exemplos de compacidade).  (a) Demostra que todo espazo topoldxico fi-
nito é compacto.

(b) Sexa X un conxunto infinito coa topoloxia cofinita. Demostra que (X, 7¢ ) € compacto.

(¢) Demostra que (R, 7;;) non é compacto construindo explicitamente un recubrimento aberto que non
admita ningtin subrecubrimento finito.

Exercicio 9.3. Sexa X un conxunto coa topoloxia discreta. Demostra que X é compacto se, e sé se, X é
finito.

Exercicio 9.4. Sexan 7] C 7, duas topoloxias sobre o0 mesmo conxunto X. Decide cal das seguintes
implicaciéns € sempre certa e xustifica a resposta:

(a) se (X, 77) é compacto, entén (X, 77) € compacto;

(b) se (X, 72) é compacto, entén (X, 77) é compacto.
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